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Die Coulomb- und Resonanzintegrale in der Methode
der Molekiilzustinde

Von H. Preuss

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 16 a, 800—807 [1961] ; eingegangen am 15. Juni 1961)

Ausgehend von den Hartree-Gleichungen fiir Molekiile wird eine explizite Form der in der
Methode der Molekiilzustinde auftretenden effektiven Einteilchenpotentiale hergeleitet. Auf diese
Weise ist es moglich, die in der erweiterten Hicker-Methode enthaltenen Integrale im Rahmen
eines einfachen self-consistent-field-Verfahrens ohne empirische Anleihen zu berechnen. Als Atom-
funktionen werden SiaTer-Funktionen verwendet. Die angegebenen Gleichungen fiir die Potentiale
und Integrale gelten auch fiir hetero-atomare Verbindungen mit z-Elektronensystemen. Eine er-
weiterte Definition von Ladungsdichte und Bindungsordnung bei Beriicksichigung hoherer Atom-

zustidnde wird angegeben.

Eine kiirzlich erschienene Arbeit von HarTMaNN !
iiber eine Erweiterung der Methode der Molekiil-
zustinde durch Mitberiicksichtigung der hoheren
Atomzustinde hat erneut die Frage nach der Be-
stimmung der in dieser Methode auftretenden Inte-
grale aufgeworfen. In der erwihnten Arbeit gelang
es namlich das erste Mal, eine Eigenschaft zu erkla-
ren, die vermutlich allen Molekiilen mit zz-Elektro-
nensystemen gemeinsam ist und die zuerst von
ScueIBE 2 beobachtet wurde. Nach ScueiBe besteht
sie darin, dafl der Abstand des ersten angeregten
Elektronenzustandes, der dieselbe Multiplizitat wie

der Grundzustand besitzt, von der Ionisationsgrenze

fast immer denselben Wert hat.

Gerade diese Tatsache, daBl die neue erweiterte
Methode solche allgemeinen Zusammenhinge zu kla-
ren gestattet und in ihrer derzeitigen analytischen
Form eine Reihe von Integralen enthilt, die im alten
Verfahren nicht auftraten und jetzt wesentlich in die
Ergebnisse eingehen, macht es besonders notwendig,
daf} das Verhalten dieser Integrale als Funktion der
Molekiilstruktur naher untersucht wird.

Es bestehen berechtigte Griinde zu der Annahme,
daf} die erweiterte Form der Methode der Molekiil-
zustdnde nicht nur eine Reihe von offensichtlichen
Maingeln der alten Methode beseitigen wird, sondern
dafl man auch in vielen Fallen mit dieser erweiterten
Fassung eine quantitative Ubereinstimmung ihrer
Ergebnisse mit der Erfahrung erwarten darf, wenn

1 H. Hart™any, Z. Naturforschg. 15 a, 993 [1960].

2 G. ScueBe u. D. Briick, Z. Elektrochem. 54, 403 [1950] ;
Chem. Ber. 85, 867 [1952]. — G. ScuEisg, I. Kerx u. F.
Dérr, Z. Elektrochem. 63, 117 [1959].

3 z. B. J. vax Draxex u. J. D. D. KeTeLaar, J. Chem. Phys. 17,
1338 [1949].

es gelingt, iiber die Gr6Benordnungen der auftreten-
den Integrale genauere Aussagen zu machen.

Bekanntlich sind bisher, mit wenigen Ausnah-
men ?, die Integrale weitgehend empirisch bestimmt
worden. Bei heteroatomaren n-Elektronensystemen
liegt bisher iiberhaupt keine theoretische Begriin-
dung der verwendeten Zahlenwerte vor.

1. Das Potentialfeld und die Integrale

Die Methode der Molekiilzustinde, auch zweites
HitckeLsches Néaherungsverfahren genannt 4, basiert
auf dem Begriff des effektiven Potentialfeldes U, in
welchem die 7r-Elektronen des Molekiils im Rahmen
der Einelektronennaherung wechselwirkungsfrei be-
handelt werden.

Es werden also die Losungen einer Einteilchen-
ScHrODINGER-Gleichung gesucht,

(—34+0) &;=¢,9;, (1)

deren Wellenfunktionen @, als Molekiilfunktionen,
die verschiedenen energetischen Zustinde ¢; des
a-Elektronensystems beschreiben. In dieser Nahe-
rung ergibt sich die Gesamtenergie E der n-Elektro-
nen als Summe der Einelektronenenergien ¢;

E= Zn,‘(‘f;,
i

(Besetzungszahl n; =0, 1 oder 2)

(2)

wenn diese Zustdnde, mit dem energetisch tiefsten

4 E. Hicker, Z. Phys. 60, 423 [1930]; 70, 204 [1931]; 72,
310 [1931]; 76, 628 [1932] ; Grundziige der Theorie der
ungesittigten und aromatischen Verbindungen, Springer-
Verlag, 1938.
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beginnend, entsprechend dem Pauri-Prinzip besetzt
werden.

Das effektive Molekiilfeld U kann in Naherung als
Summe von zwei Anteilen ¥ und ¥’ geschrieben
werden,

U=V+V, (3)

wobei die Unterscheidung der beiden effektiven Po-
tentiale, in denen sich ein herausgegriffenes 7-Elek-
tron nach (1) befindet, danach getroffen wird, ob
das Potential von den ibrigen 7-Elektronen erzeugt
wird (V’), oder von den Atomriimpfen und dem
o-Elektronengeriist herriihrt (V). Was das erste be-
trifft, so ist damit die Wechselwirkung der s-Elek-
tronen untereinander in der Weise teilweise beriick-
sichtigt, dal in der Einelektronengleichung (1) das
gemittelte Feld der iibrigen 7-Elektronen eingeht,
welches man auch als Abschirmfeld bezeichnet 3. Das
gleiche 1aft sich auch fiir das Potential V' des Mole-
kiilrumpfes sagen.

Besteht das Molekiil aus N Atomen (A=1,...,N),
so kann ¥V als auf die einzelnen Atome verteilt ge-
dacht werden, und man erhalt

N
V= Z Vi, (4)

i=1
wobei sich V; auf das Atom 4 bezieht. Man kann V;
naherungsweise als das effektive Potential des
Atoms A interpretieren, in welchem sich ein 7-Elek-
tron befindet, wobei die iibrigen Atome und -Elek-
tronen unendlich weit entfernt sind und der Valenz-
zustand des entsprechenden Atoms kiinstlich aufrecht-

erhalten wird.

Es ist iiblich, auch fiir 7’ einen nach (4) entspre-
chenden Ansatz zu machen. Man erhilt nidherungs-
weise

N
V=Y Vi (5)
A=1

Der sich auf das Atom A beziehende Teil Vi des
effektiven Abschirmpotentials 7’ kann als ein Feld
aufgefallt werden, welches von den iibrigen 7-Elek-
tronen am Atom 4 erzeugt wird und sich dem Poten-
tial ¥, tberlagert. Soweit die Interpretationen des
effektiven Einelektronenpotentials U in der Methode
der Molekiilzustande.

5 H. Harrmany, Theorie der chemischen Bindung auf quan-
tentheoretischer Grundlage, Springer-Verlag 1954, S. 87 ff.
und S. 250 fi.

8 In dhnlicher Weise ist auch in der Elektronengasmethode
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Die Einfiihrung effektiver Felder hat den Vorteil,
daB sich die Bewegung eines herausgegriffenen Elek-
trons wieder unabhingig von den anderen betrach-
ten 1dBt, wobei sich die Wechselwirkungen der Elek-
tronen untereinander durch die besondere Form des
Einteilchenpotentials ndherungsweise beriicksichtigen
lassen ©.

Die exakte Losung von (1) 148t sich in der Regel
nur numerisch durchfithren. Aus diesem Grunde be-
schrankt man sich auf ein Ndherungsverfahren, in
welchem die Molekiilfunktionen (MO, molecular
orbitals) als Linearkombinationen von reellen Atom-
funktionen (AO, atomic orbitals) dargestellt werden

(LCAO-Methode),
Q
Qi = Z Ci}. @i (6)
i=1

und die Koeffizienten durch Variation der Energie ¢
auf Minimum bestimmt werden. Die Ndherungen fiir
die Q tiefsten Eigenwerte von (1) erhidlt man aus
der Sdkulardeterminante

det {Hiv — M e} =0, (7)

und die zu jedem ¢; gehorenden Linearkombinatio-
nen werden aus dem Gleichungssystem

Q
ZCi}.'{HU'—Mlllgi}ZO (1=1,...,Q) (8)
=1
erhalten. Die dabei auftretenden Integrale ergeben
sich im einzelnen zu:

M= (@i|@r), Hw=(p:| =34+ U|@r). (9a,b)

2. Die verschiedenen Niherungsstufen
und ihre Integrale

Die bisher am meisten verwendete Form der MO-
LCAO-Methode benutzt in der Linearkombination
(6) ausschlieBlich 2p,-Funktionen? ¢;®, die von
den einzelnen Atomen des Molekiils gestellt werden
(Q=N), und vernachlissigt die Uberlappung der
Atomfunktionen

My =6 . (10)

Dariiber hinaus werden in den Integralen (9b) nur
die Nachbarwechselwirkungen beriicksichtigt, indem
im einzelnen gesetzt wird

Hiv = (62 + a$3?) duv + B sawv s (11)

vorgegangen worden. Man vgl. z.B.: G. Araki, Progr.

Theor. Phys. 16, 197 [1958]; 15, 307 [1958]; 11, 20

{1954]; Symposium on Molecular Physics at Nikko (1953).
7 Die z-Achse steht senkrecht zur Molekiilebene.
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und su’, als Element der sogenannten Struktur-
matrix, so definiert ist !, da

su=0 und
s 1, wenn die Atome 4, A benachbart,
i =
0 in allen anderen Fallen.
Die Darstellung (11) von Hii kann so verstanden

werden, dafl die 2p.-Funktion Eigenfunktion der
Gleichung

(—34+V2) ¢ =P g (13)

ist, so daf} sich danach die Integrale der obigen Me-
thode zu

a2 = (g >!V V,1+ZV,1 ¢@> (14a)

und

B2 = (g (14Db)

ergeben. Der Strich am Summenzelchen weist auf den
AusschluB} des Falles 1 =4" bzw. =2 hin. Obwohl
a$3? = B3P gilt, ist es iiblich, die beiden Falle 2 =2’
und /2 # /" zu unterscheiden. Man bezeichnet a und
als CouromB- und Resonanzintegrale.

Wird noch die Uberlappung zwischen benachbar-
ten Atomen berticksichtigt 8, so tritt neben (14 a,b)
das Uberlappungsintegral M$3? zweier benachbarter
2p,-Funktionen auf und man hat an Stelle von (10)

My =8s + ME 3 (15)

zu setzen.

Die Erweiterung des Hucker-Verfahrens durch
HartManN ! — im folgenden als Methode von Hicker
und Hartmany bezeichnet (H-H-Methode) — geschah
durch Mitberiicksichtigung von 3p,, 4p;,..., kp.-
Funktionen im linearen Ansatz (6), so dafl die
Linearkombination ausfiihrlicher in folgender Form
angegeben werden kann

0SS

k=1 j=1

(16)

Entsprechend diesem Ansatz miissen auch die Gln.
(11) erweitert werden, z. B.:

HE = ol o + B8 sr (K + K,
ME = (@P | ¢ = o O

(17)
(18)

wobei

angenommen wurde. Bei Beriicksichtigung der Uber-

8 G. W. WreLanp, J. Amer. Chem. Soc. 63, 2025 [1941]. —
R. S. MuLuiken u. C.D. Riekg, J. Amer. Chem. Soc. 63,
1770 [1941].
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lappung fiir k£ + k" muB fiir (18)

MEE = S Oz + Mg sy (19)
geschrieben werden und (17) geht iiber in
Y = (&) S + ) o (20)

+ (87 ME + B s .
€.*) bedeutet die Ionisationsenergie des Elektrons,
welches am A-ten Atom den Zustand ;%) besetzt hat.
Neben den Integralen (14) treten also in der Me-
thode von HickeL und HarTMANN noch weitere In-

tegrale auf, die sich im einzelnen wie folgt ergeben:

o) = (P | Z Vit Z v, ¢, (21a)

B = (g | Zl Pt Z v, g%, (21b)
u=
ME = <o | . (2l¢)

Wir gehen jetzt dazu iiber, das Verhalten von a,
und M als Funktionen der jeweiligen Molekilstruk-
tur ndher zu untersuchen.

3. Herleitung des effektiven Potentials

Wie eingangs schon erwiahnt, sind bisher die In-
tegrale @ und f in der MO-LCAO-Methode fast aus-
schlieflich empirisch bestimmt worden, indem diese
an den Spektren der Molekiile justiert wurden. Bei
ni-Elektronensystemen mit gleichen C-Atomen wurde
so vorgegangen, dal @ und £ in allen diesen Verbin-
dungen die gleichen Werte besitzen, so daf in dieser
Form der Naherung der Einflul auf die Integral-
werte, der durch die Lage des jeweiligen Atoms im
Molekiil hervorgerufen wird, vernachldssigt wird.
Daneben ist zu beachten, dal das Abschirmfeld 7’
in der Umgebung der Endatome einer Kette anders
verlduft als innerhalb des Molekiils und der Wert
von f auch vom Kernabstand abhingt. Der Wert
von a schlieBlich wird auch davon beeinfluffit werden,
wie stark sich das entsprechende -Elektron am
ni-Elektronensystem beteiligt.

Bei heteroatomaren Systemen sind bisher als wei-
tere Vereinfachungen die entsprechenden a- und g-
Integrale als Vielfache der Integrale bei Kohlen-
stoffatomen angesetzt worden,

Xg=Caq 4 Ax CC, (22 a)
XX'B = Axx' €8, (22b)

wobei Ax und Axy’ plausibel begriindet wurden,
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oder wieder in grober Naherung den Spektren ent-
nommen waren °.

Um auch die chemische Verschiedenheit der Atome
in der Bezeichnungsweise von a und f zu beriick-
sichtigen, schreiben wir in Erweiterung von (21)
Xg%)  und X% und wollen allgemein unter
X, Y, Z bzw. X'... die chemischen Symbole der je-
weiligen Atome verstehen.

Eine Schwierigkeit bei der Bestimmung der a
und B von verschiedenatomigen Systemen besteht
besonders darin, da} eine gleichméfige Aufteilung
von ¥’ auf die Zentren nicht mehr moglich ist und
wir daher die verschiedenen Beitrige V' in (5)
nicht mehr ohne eine gewisse Kenntnis iiber die
Elektronenwechselwirkungen diskutieren kénnen.

Um dennoch Aussagen iiber die effektiven Poten-
tiale in einer Einteilchen-ScuropiNGER-Gleichung zu
gewinnen, ist es daher notwendig, dal von einer
Néherungsform ausgegangen wird, die die Elektro-
nenwechselwirkungen noch explizit enthilt. Wir
wiahlen dazu die Hartree-Gleichungen der MO-
Methode, weil sie, ebenso wie das einfache MO-
Verfahren, von einem einfachen Produkt der Ein-
elektronenfunktionen ausgehen, und erhalten fiir
jede Molekiilfunktion @; eine Integro-Differential-
gleichung von der Form

k(i) Di(i) =& Di(3), (23)
wobei
N n
h) = —3 4t Y i() + Y [P ar,
i=1 t=1 *
t+i (23 a)

und XV; die Bedeutung nach (4) hat. n sei die An-
zahl der n-Elektronen. Um nun zur einfachen MO-
Methode iibergehen zu konnen, fassen wir die In-
tegrodifferentialgleichungen in einem weiteren Nahe-
rungsschritt zu einer einzigen Gleichung zusammen,
indem wir iiber alle Wechselwirkungspotentiale mit-

teln. Wir erhalten dann
_ N n
0= - $7ir (121 [0,
i=1 n =1 Tsi
(24)

und konnen jetzt (24) mit dem Operator der ScHro-
pINGER-Gleichung (1) identifizieren. Fiir das effek-

9 Man vgl. z. B. G.W.WrEeLasp u. L.PavLing, J. Amer. Chem.
Soc. 17, 2086 [1935] ; M. J. S. Dewar, Trans. Faraday Soc.
42, 764 [1946]; W. C. Loncuert-Hiceins u. C. A. CouLsox,
Trans, Faraday Soc. 43, 87 [1947] ; Proc. Roy. Soc., Lond.
A191, 39 [1947]; A192, 16 [1947] ; A.PurLman, Rev. Sci.,
Paris 86, 219 [1948] ; L. E. Orcer, T. L. CotreLr, W. Dick
u. L. E. Surrox, Trans. Faraday Soc. 47, 113 [1951] u. a.
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tive Potential U (i) folgt daraus die Darstellung

UG) = ZXV; 4 =L V/q" ) gz, (25)

Wegen (3) und (4) erhalt man daraus weiter fiir
das Abschirmfeld 10 7’

yr_n—1 Z f@tz(s) dl’s=n_1 V. (26)
n = Tsi n

Wir wollen im folgenden das Potential ¥’ weiter
behandeln. Mit (16) geht (26) iiber in

== n m m N N ’ ;
- 5555 5 o o
%

S A Xok) o X/ k)
@ (s) T P (s
[,

Tsi

(27)

Diese auftretenden Integrale lassen sich nach einer
von MuLLIKEN ! angegebenen Abschitzung

/Mi(i) drs%% /(p (s) (Pl (s) dr, (28)

Tsi
-[/ﬂrdr +/"i“) dv ]
Tsi s Tsi ?

weiterbehandeln, und man erhailt fiir (27)

N i i i Z S XCW XD XX D XD (7).
pont (29)
wobei XXM in (19) erklart ist und
X/ (k")
X (i) = f e W, (30)

bedeutet. W;* stellt das Potential dar, welches von
einem kp,-Elektron am Atom 4 erzeugt wird.

Wir konnen jetzt die Zerlegung von ¥’ nach (5)
beriicksichtigen und erhalten schlieBlich

S n m m N
o= $3EL

3 xcyi) X'Cgli), XX Y EED X ) @).

(31)

Mit (31) haben wir somit eine analytische Darstel-
lung des Abschirmpotentials gefunden, die noch ganz
allgemein ist und auch fiir verschiedenatomige Sy-
steme giiltig bleibt. Da in V’, wie zu erwarten, die
Koeffizienten XC{¥) auftreten, fiihrt die Darstellung
zu einem vereinfachten selbstkonsistenten Verfahren

der HH-Methode, indem die Koeffizienten in (31)

10 Tm Falle des Benzols (n=6) ist auf eine etwas andere
Weise von J. van Dranex und J. Kereraar (J. Chem. Phys,
17, 1339 [1949]) ebenfalls der Faktor 5/6 hergeleitet wor-
den.

11 R. S. MuLLikey, J. Chim. Phys. 46, 497 [1949].
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den EinfluB der Potentiale W, (i) auf ¥’ regu-
lieren und somit die Elektronenwechselwirkung erst
im einzelnen die Aufteilung des Abschirmpoten-
tials auf die verschiedenen Anteile ¥;’ vornimmt.
Aus (26) und (29) erkennt man ferner, daB V’
auch eine Funktion der Uberlappungsintegrale und
der zi-Elektronenanzahl ist.

Wir werden im Abschn. 5 naher auf die Darstel-
lung (31) von X7’z eingehen, nachdem wir zuvor
den Typ der verwendeten Atomfunktionen festge-
setzt haben.

4. Die verwendeten Atomfunktionen

Um weitere Aussagen iiber das effektive Molekiil-
potential und somit iiber die Couroms- und Reso-
nanzintegrale zu erhalten, miissen die einzelnen
Funktionstypen der Atomfunktionen festgelegt wer-
den. Wie schon oben bemerkt, handelt es sich bei
den X@1*) um kp,-Funktionen (k=2, 3,...,m). Im
Rahmen der Methode der Molekiilzustidnde ist die
Wahl der Radialanteile noch frei und hiangt zum Bei-
spiel stark vom Potential V; ab, wenn die 7t-Elektro-
nenwechselwirkung als Storung aufgefafit wird.

Vom Potential eines freien, einfach geladenen
Ions wissen wir, dal es fiir grofle bzw. kleine Kern-
abstinde rii wie
Vilri) = — 1/rui ri>1
Vilri) = =Zri; mi<l

verlauft (Z bedeutet die Kernladungszahl).
Es konnte z. B. naherungsweise durch

(32 a)
(32b)

bzw.

Vi(ri) = — 2 (1 —exp{ —#rii}) — £exp{ —xru}

Tii Tii (33)
dargestellt werden, wobei % ein noch zu bestimmen-
der Parameter ist 2. Die Eigenfunktionen eines (33)
sehr dhnlichen Potentials sind erst kiirzlich bestimmt
worden 13, Sie sind jedoch wegen ihrer Kompliziert-
heit fiir unsere Zwecke hier nicht brauchbar.

Das gleiche Verhalten (32) zeigt auch das HARTREE-
Potential, welches im Rahmen der MO-LCAO-Me-
thode schon diskutiert worden ist!4. Fiir Streu-
probleme haben ebenfalls analytische Naherungen
des Hartree-Potentials Verwendung gefunden 1°.

Alle diese Rechnungen fithren zu sehr unhand-
lichen Potential- und Funktionsausdriicken. Fiir un-

12 K. G. Focer, Acta Akad. Aboensis 19, 1 [1954].

13 T. Tierz, Acta Phys. Hung. XI, 391 [1960].

14 M. GoepperT-MaYER u. D. L. Skrar, J. Chem. Phys. 6, 645
[1938]. — D. L. Skrar u. R. W. Lypaxg, J. Chem. Phys. 7,
374 [1939]. — H. Hartmany, Z. phys. Chem. 53, 96 [1943].
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sere Niherung hier wollen wir annehmen, daB es
ausreicht, wenn fiir X¢;(*) SLater-Funktionen 16 ver-
wendet werden,

o [(Kazp)S1% s . .
2p,: x(pa—)z[(_‘f}’l-] re "’ sind cos ¢, (34)
2 X 1% _x .
3p.: xw?’:[(Tsaz’:L]zﬂe 7 sind cos g,
. X — QXup)'? ga7 sy
dp,: Xgf o T V3 r>7 e e " sin Ycos @ ,

so daf} sich fiir das Potential XV; in (13), weil die

2p,-Funktion wasserstoffihnlich ist, der einfache
Ausdruck

XVilr) = — Lol

Thi

ergibt. Da die 2p.-Funktion fiir kleine und groBe r
verschwindet, ist der abweichende Verlauf von (35)
gegeniiber (32) energetisch belanglos. Die folgende
Tab. 1 gibt die a-Werte in (34) fiir einige Atome X
wieder:

(35)

X= | C N | 0
B T T T W
ap | 1625 | 1950 | 2275
amp | 0483 | 0533 | 0583
ap | 0270 02706 | 0270
Tab. 1.

In der Darstellung von X H#4") nach (20) wurde

&1* abgespalten; wir benotigen daher noch die Scaré-
pINGER-Gleichungen der Funktionen (34), die sich
wie folgt ergeben

kXap | 1 k(k—1)—2
{_%A_ f+g : 2)"4} A =X Xl
4 5

X,2
— =5
wenn fir k=2, 3, 4 die Werte k= 2, 3 und 3, 7 ein-
gesetzt werden 16, Tab. 2 enthilt einige ka-Werte
fiir die Atome C, N und O.

Xl —

(36)

2] ¢ EE
24, ‘ 325 | 390 4,55
3 a 1.45 1.60 1,75
37a, | 100 | 100 1,00
Tab. 2.

15 J. Horrzmark, Z. Phys. 55, 437 [1929]; 66, 49 [1930]. —
A. E. Ruack, Phys. Rev. 57, 62 [1940]. — W.]J. Byarr,
Phys. Rev. 104, 1298 [1956].

16 J. C. Suater, Phys. Rev. 36, 57 [1930].
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Die angegebenen Zahlen sind Naherungswerte, die
sich nach einer von Srater !¢ angegebenen Rechen-
vorschrift ergeben.

Mit diesen Funktionen ergeben sich die Uber-
lappungsintegrale M;;’ nach (19) bei Verwendung
von Kohlenstoffatomfunktionen zu etwa

My =0,29, M,;=0,14, Mg=093, (37)

wenn der Abstand der beiden C-Atome dem Bin-
dungsabstand im Athylen entspricht 17. Fiir den dop-
pelten Roc-Abstand ergibt sich z. B. M,,=0,023.
Die Uberlappungsintegrale sind in der Literatur aus-
reichend berechnet worden und konnen auch in ihrer

Abstandsabhiéngigkeit aus Tabellen entnommen wer-
den 18- 19,

5. Die Integrale a und $ in Abhangigkeit
von der Molekiilstruktur

Aus den Werten der Uberlappungsintegrale a8t
sich der Schluf} ziehen, dal es eine gute Ndherung
sein kann, wenn nur die 7z-Wechselwirkungen der
benachbarten Atome im Molekiil beriicksichtigt wer-
den. Diese Annahme fiihrt zu einer Reihe von Ver-
einfachungen bei den Integralen und im Abschirm-
potential. Fiir die Uberlappungsintegrale darf dann
die Formel (29) benutzt werden, wobei die Struktur-
matrix angibt, welche Atome im Molekiil benachbart
sind.

Unter der Annahme der ,,Nurnachbarwechselwir-
kung® nehmen die Integrale a und S die folgende
Form an

= G T T W 680
+ YV + V1 4+ Wi IX‘P(’C :

xx,ﬂ%g,) _ (x@ik) I Xy, +X’I/(, )+XVA +X'Vz'

‘o
(38b)
mit ¥ nach (35) und XV als einem Korrektur-
potential nach (36), damit die Zerlegung von
XX'HX,  nach (20) durchgefiihrt werden kann. Aus
(38 a) ersieht man, daB Xa$*” auch davon abhingt,
welche Atome dem Atom X benachbart sind.

Das Abschirmpotential XV}’ vereinfacht sich, wenn
nur die Uberlappungen der benachbarten Atomfunk-

17 Rcc=2,51 at. E.

18 R.S. Muruiken, C. H. Rieke, D. Orrorr u. H. Orrorr, J.
Chem. Phys. 17, 1248 [1949].

19 H. Preuss, Integraltafeln zur Quantenchemie, Bd. II, Sprin-
ger-Verlag 1957.

20 B. H. Cumrewix u. C. A. Courson, Proc. Roy. Soc., Lond. A
201, 197 [1950].
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tionen beriicksichtigt werden, wegen (19), (26) und

(31) zu

AU 1)
nT%

N
> XCRXCEWP  (39)
>

A ' AgAR
XSt Ouar + XX Mi3 sa0} .

S NgE

Aus (39) folgt weiter

Vi Z Z W) Xg 13}
(40)
wobei die Abkiirzungen
Xgi*) = XSk 31 XCHXCE, (41a)

t

n N

) = 31 3 XX O M 8 (41D)
7T

eingefiihrt wurden.

Fir k=k"=2 ist (41a) mit der in der MO-
LCAO-Methode definierten =-Elektronendichte am
Atom Z identisch, wenn die Uberlappung vernach-
lassigt wird. Eine bei Beriicksichtigung der ,,Nach-
bariiberlappung“ vorgeschlagene Definition von
Elektronendichte g1 und «-Bindungsordnung 2 pu»
hingt mit den GroBen (41) fiir k=& =2 wie folgt

zZusammen

6}. _ (22) +r(22) (42 a)

G =pF + 3P +57}, (42b)

wobei piiP = Z C% Cf3) bedeutet. (42 ¢)
7

Auf Grund dieser Zusammenhinge liegt es nahe,
die Ladungsdichten *Q; und #-Bindungsordnungen
XX'Pr im Falle der Beriicksichtigung hoherer Atom-
zustinde nach (16) und bei Annahme von ,,Nur-
nachbarwechselwirkung” in folgender Weise zu de-

finieren:
m m m m
XQJ.= Z Z (xqakk') +xrg.kk’)) = Z Z Xﬁﬁ""/),
k K k Kk (4_3 a)
m m

XX'p.., _ XX'pEED | L (XpEE) | X G
Puw= 3 >{ +z(*ri" )+ )}
% K
-3
3
wenn in Erweiterung von (42)
XXPEED XX pEE) + 3 (I + X7} (44 a)

XX”‘(lck') , (43 b)

Ms

N

XGQE) _ Xglhk) | X (kk") (44 b)
gesetzt wird, und X*'p%¥"? eine Verallgemeinerung

von (42 c) bedeutet.
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Unter Beriicksichtigung der Definition (44 b) geht
dann (40) tber in

Wi) =" S e 3. (45)
% F

Ist die 7t-Elektronendichte an einem Atom gleich Null,
so verschwindet erwartungsgemal} das diesbeziigliche
Abschirmpotential. Das Feld der Atomriimpfe und
o-Elektronen wird proportional (n—1)/n von den
n m-Elektronen abgeschirmt.

Die Darstellung (45) fiir X/} benutzen wir im
folgenden zur Berechnung der CourLoms- und Reso-
nanzintegrale nach (38 a,b). Dazu benotigen wir

die explizite Form von XP,®) in (38). Sie ergibt

H. PREUSS

sich wegen (35) und (36) zu
XP® (»y _ kXar—2%a, 3 E(k—1)—1
Vi @) = o T (46)
Fiihren wir noch fiir die auftretenden Integrale die
folgenden Abkiirzungen ein 1°

o XA O XD dn= X YR
(47 a)

[[3:502 0 %68 ) X 680 0 X ¢ (1) dridy
= X Xk | X K X K0 ], (47 D)

so erhalt man schlieBlich aus (38) nach Beriicksichti-

gung von (35), (45) und (46) fur die a- und }S-
Integrale die folgenden Ausdriicke:

X = — 2 Yo, [ri | ¥k ¥hea] — 2 Zag[ridi | *ka Xk;] + (}c Xap — 2 Xa,) [rit| Xk Xky]

~ o~ m m 7 i
—BLE(R—1) =210 2 % X0 + (P21 [ 30 D) 04 XX ¥ ]
A

(48)

n

+ 2@ (20 2 r | XEea ¥E3] + Y@ (Y01 Y01 | Xk XK ] }] ;

XXBERD 9 X, [ry | Xhy XEp] 4 (X ay — 2% ) [ri | Xka X'k ] — B[K (K — 1) — 2] [r1 2| X X'k ]

n

m m
(P[22 D 2 PR K X8 T X
v

Dabei ist zu beachten, dafl im Couroms-Integral (48)
eines der Integrale vom Typ (47 a) zu streichen ist,
wenn das entsprechende (4+1)-te oder (1—1)-te
Atom als Nachbar von Atom 4 nicht existiert. Das
gleiche gilt fiir die Zweielektronenintegrale in (48)
und (49).

6. Zusammenfassung und Diskussion

Ausgehend von der Hartree-Gleichung fiir Mole-
kiile (23) wurde durch Mittelwertbildung (24) und
allein durch Verwendung der Integralabschitzung
(27) die Darstellung (33) fiir das Abschirmpoten-
tial der einfachen LCAO-Methode hergeleitet.

Die Entscheidung fiir die Verwendung von SLATER-
Atomfunktionen, die die Elektronenwechselwirkun-
gen der Elektronen teilweise beriicksichtigen 16,
fiihrte dann zu einer Fixierung der Rumpfpotentiale
in der LCAO-Methode. Die weitere Annahme, dal}
nur die Elektronen, die benachbarte kp,-Funktion
besitzen, miteinander wechselwirken, ergab dann

21 R. C. Sannt u. J. W. Coorey, NASA-Technical Note D-146-
II [1960]. — C.C.J. Roornaax, Two-center Couvroms In-
tegrals between ls-, 2s- and 2p-Orbitals, Techn. Report

Xk X k1) ] : (49)

schlieBlich die Ausdriicke (40) und (49) fir die
Integrale a und 8. Die Werte der auftretenden In-
tegraltypen konnen zum groflten Teil den in der

Literatur vorliegenden Tabellen entnommen wer-
den 18 19, 21

Im Rahmen einer selbstkonsistenten Berechnung
der Koeffizienten X*C¥) in (16) mit Hilfe der Siku-
largleichungen (8) kann die Darstellung (31), sowie
auch (45), fiir das Abschirmpotential verwendet wer-
den. Ein Vergleich der beiden Rechenwege diirfte
Aufschlufl dariiber geben, inwieweit die Annahme
der ,,Nurnachbarwechselwirkung® in den Molekiilen
mit 7-Elektronensystemen erfiillt ist.

Die Formeln fiir die effektiven Potentiale und
damit fiir die Integrale der LCAO-Methode erlauben
eine Reihe von Effekten zu beriicksichtigen, die in
der halbempirischen Form der Methode nicht még-
lich waren. Insbesondere sind zu nennen:

a) die Abhingigkeit der Integrale a und f§ vom
Kernabstand,

1955. — M. Korast u. Mitarbb., Table of Molecular In-
tegrals, Maruzen, Tokio 1955.
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b) die Anderung von a und f als Funktion ihrer
Position im Molekiil,

c) der EinfluB} der jeweiligen Atomart auf a und S,

d) die Anderung von a und A durch Beriicksichti-
gung hoherer Atomzustéande.

Die Abhingigkeit der a- und S-Integrale von den
Kernabstinden ist durch die Werte der Integrale
(47a) und (47b) gegeben. Werden die Kernab-
stinde als freie Parameter aufgefalit, die so variiert
werden, daf} die gesamte Elektronenenergie minimal
wird, so ist auch die Energie des o-Geriistes als
Funktion der Kernabstinde einzufiihren 2.

Der Einfluf} der Lage der @i-Funktionen, die in
das jeweilige @ und f# eingehen, zeigte sich darin,
dal} bei endstindigen Atomen bestimmte Integrale
in o und f wegzustreichen sind.

Die jeweilige Atomart geht dagegen in die Inte-
grale mittels der verwendeten SraTeEr-Funktion ein.
Die Tabellen 1 und 2 geben einige Zahlenbeispiele
an fir die effektiven Abschirmzahlen bei den =-
Funktionen von C, N und O, die als Faktoren in den
Integralformeln (48) und (49) erscheinen.

SchlieBlich ist der EinfluB von hoheren Atom-
zustidnden in den Summen iiber alle Zustinde [1’ zu
sehen, die in (48) und (49) [noch mit (n—1)/n
multipliziert] auftreten. Wir wollen diesen Einflufl
in einer kleinen Rechnung am Athylen fiir die In-
tegrale ®® und f® niher untersuchen.

Aus (48) und (49) folgt mit den Werten der
Tab. 2 fiir a®2 und g

m m
a® = —3254+3 3 51 72" [l 1] 2, 2]
& v
+ 1,1, | 2 2]}
M m m Al
p® = 3258+ 2 ;ZZ {35 [y 1y | 26 20]

i q‘t()ll’) [la. la I 2b 2b]} ) (51)
wobei A=[ri'|2,2y], B=[ra']2.2] (52)

und in B noch von der Abschitzung (28) fiir
Zweielektronenintegrale Gebrauch gemacht wurde.

(k=K =2), (50)

Die erste Anregungsenergie (Mittelwert aus Sin-
gulett und Triplett-Ubergang) des Athylens ergibt
sich in der einfachen LCAO-Methode mit Uberlap-
pung benachbarter 2p,-Funktionen zu

22 J. Lennarp-Jongs, Proc. Roy. Soc., Lond. A 158, 280{1937].

2 R. Pariser u. R. G. Pagrr (J. Chem. Phys. 21, 768 [1933])
geben eine Anregungsenergie des Triplettzustandes an, die
zwischen 3,1 und 5,6 eV liegt.

DER METHODE DER MOLEKULZUSTANDE 807
AE a(22) +ﬂ(22) a(zz) _ﬂ(zz) 2 .},(22)
T 14+ M, 1—-M,  1-MbL

mit y &) = B@) _ Mo a2, (53)

Beim Athylen tritt der besondere Fall auf, daB sich
in dieser Ndherung bei der Bildung von y®® die
Summen iiber alle Atomzustinde kompensieren, so
daB der Wert von y® von der Anzahl m der be-
riicksichtigten Atomzustinde jedenfalls in dieser
Naherung unabhingig ist. Mit den aus Tabellen ?
entnommenen Werten fiir 4, B und M,, ergibt sich
ein 732 von etwa — 4,0 eV, so daB fiir AE der Wert
—8,9 eV folgt, der mit dem gemessenen Mittelwert
von etwa — 7,25 eV 123 befriedigend iibereinstimmt,
wenn man bedenkt, daf} die Bestimmung des Triplett-
Uberganges sehr ungenau ist23 und (53) fiir eine
LCAO-Methode gilt, die nur 2p,-Funktionen ver-
wendet.

Bemerkenswert ist nun das Verhalten der Inte-
grale a und S. Wird in der Summe nur [ =1"=2 be-
riicksichtigt, so erhélt man die Werte a® = — 14,1
eV und f®) = —8,2 eV, die von den bisher in der
LCAO-Methode gemachten Annahmen ! iiber die In-
tegrale, ndmlich a~0 und —1eV=> —5eV
sehr stark abweichen. Summiert man dagegen bis
m=3 auf, so werden durch Abschitzungen der In-
tegrale und unter der Annahme, daf die 3p,-Zusténde
nur halb so stark wie die von 2p, an der Linear-
kombination {(18) beteiligt sind, die Naherungswerte
a®) ~ — 0,1 eVund 8% ~ — 4,1 eV erhalten.

Bei der Berechnung von gleichatomigen st-Elektro-
nensystemen ist bisher in seiner Bedeutung der Wert
von a gegeniiber dem von f# bei Diskussionen sehr
zuriickgetreten und wohl kaum empirisch justiert
worden. Die vorliegende Methode erlaubt a und S
zu berechnen und es ist zu hoffen, dal eine Weiter-
filhrung der Methode zu einem quantitativen Ver-
fahren fiihrt.

Obwohl die Rechnungen wegen der Ungenauig-
keit der C;*) (k>2) und der Integralwerte ®* nur
sehr grobe Resultate liefern, zeigen sie doch immer-
hin schon, daB im Falle des Athylens mit einer rei-
nen 2p,-Methode keine verniinftigen a- und S-Werte
resultieren und dafl erst die Mitnahme hoherer
Atomzustidnde wie in der HH-Methode eine mit der
Erfahrung vergleichbare theoretische Bestimmung
der Couroms- und Resonanzintegrale ermoglicht.

24 Zur Bestimmung der C;(¥) (k> 2) wire die Durchfiihrung
einer self-consistent-field-Methode erforderlich. Fiir Zwei-
elektronenintegrale mit 3p-Funktionen liegen bisher noch
keine ausreichenden Tabellen vor.



